ISSN 2236-6717

Proposta de Verificagao e Validagao para Modelos Constitutivos de
Madeira

Guilherme dos Santos Silva?
https://orcid.org/0009-0003-9398-4511
André Luis Christoforo?
https://orcid.org/0000-0002-4066-080X

RESUMO

A madeira trata-se de um material natural considerado ortotrépico (em escala macroscopica),
apresentando propriedades distintas em trés dire¢Ges (longitudinal, radial e tangencial). Além disso,
tal material exibe distintos comportamentos sob diferentes estados de tensao: ductil sob compressao
e fragil sob tragdo e cisalhamento. Embora o critério de escoamento de Hill seja comumente utilizado
para representar a plasticidade da madeira em simula¢Ges numéricas, ele ndo captura a falha
progressiva, o que motiva o desenvolvimento de modelos constitutivos baseados na mecanica do dano.
Entretanto, a implementacdo, verificagao e validacdo desses modelos é pouco explorada. Este estudo
visa verificar e validar a implementacdo, em uma sub-rotina UMAT, de um modelo ortotrépico de
elastoplasticidade com dano para madeira, baseado na formulacdo proposta por Sandhaas (2012) e
acoplado ao critério de escoamento elastoplastico de Hill. O modelo implementado em Fortran 77 para
o Abaqus/Standard, primeiramente, foi verificado por meio de testes de elemento Unico e,
posteriormente, validado com ensaios experimentais sob tracdo e compressado uniaxial. A verificacdo
confirmou a correta implementagdo da subrotina (valores RMSE préximo de zero e R? préximo de 1),
bem como a validacdo demonstrou reproduzir o comportamento da madeira de acordo com os
resultados experimentais (RMSE de 0,0233 a 0,338 MPa para tracdo e de 0,00283 MPa para
compressdo). Portanto, tal proposta de verificacdo e validacdo apresentada contribui para orientar a
aplicacdo futura de modelos constitutivos de madeira em andlises numéricas mais complexas de
estruturas de madeira, como painéis de madeira laminada cruzada (CLT).
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Verification and validation proposal for wood constitutive models

ABSTRACT

Wood is a natural material considered orthotropic (at the macroscopic scale), exhibiting distinct
properties in three directions (longitudinal, radial, and tangential). Moreover, this material exhibits
distinct behaviors under different stress states: ductile under compression and brittle under tension
and shear. Although Hill's yield criterion is commonly used to represent wood plasticity in numerical
simulations, it fails to capture progressive failure, which motivates the development of constitutive
models based on damage mechanics. However, the implementation, verification, and validation of
these models is poorly explored. This study aims to verify and validate the implementation , in a UMAT
subroutine, of an orthotropic elastoplastic-damage model for wood, based on the formulation
proposed by Sandhaas (2012) and coupled with the Hill elastoplastic yield criterion. The model
implemented in Fortran 77 for Abaqus/Standard was, firstly, verified by means of single-element tests
and, subsequently, validated with experimental tests under uniaxial tension and compression. The
verification confirmed the correct implementation of the subroutine (RMSE values close to zero and R?
close to 1), as well as the validation demonstrated reproducing the behavior of wood in accordance
with the experimental results (RMSE from 0.0233 to 0.338 MPa for tension and 0.00283 MPa for
compression). Therefore, such proposed verification and validation approach contributes to guide the
future application of wood constitutive models in more complex numerical analyses of timber
structures, such as cross-laminated timber (CLT) panels.
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1 INTRODUCAO

A madeira trata-se de um compdsito natural que, em escala macroscépica, é
considerado como ortotrépico (por exemplo, na area das Engenharias). Com isso, suas
propriedades e respostas mecanicas nao-lineares (plastificacdo e degradacdo progressiva da
rigidez) apresentam diferencas significativas em trés diregdes: longitudinal, radial e tangencial
(Mascia; Lahr, 2006). Além disso, a madeira apresenta distintos comportamentos mecanicos
sob determinados estados: pldstico sob estado de compressdao e frageis sob tracdo e
cisalhamento (Bodig; Jayne, 1982; Kretschmann, 2010).

Em simulagdes numéricas de estruturas de madeira, o critério de escoamento de Hill
é frequentemente empregado para representar o comportamento pldstico da madeira.
Embora este critério, disponibilizado por padrdo no software Abaqus, seja de facil aplicacao,
ele ndo captura a falha progressiva do material e ndo é capaz de representar o comportamento
fragil da tracdo e cisalhamento da madeira (Zhang et al., 2021; Wang; Song; Gu, 2018; Seeber
et al., 2024). Diante dessa limitacdo, torna-se necessario considerar modelos constitutivos
avancados para representar a resposta mecanica deste material (Benvenuti et al., 2020;
Sandhaas, 2012).

Diferentes modelos constitutivos tém sido desenvolvidos para reproduzir o
comportamento nao linear da madeira numericamente, por exemplo, com MEF (métodos dos
elementos finitos). Entre os trabalhos de referéncia, Sandhaas (2012) prop6s um modelo
tridimensional baseado em mecanica do dano continuo, capaz representar simultaneamente
comportamentos ducteis e frageis. A partir desse tipo de abordagem, outras formulacbes
passaram a incorporar explicitamente mecanismos de plasticidade e dano, como os modelos
propostos por Wang, Song e Gu (2018), Zhang et al. (2021) e Seeber et al. (2024).

Os modelos constitutivos podem ser incorporados em programas comerciais por
meio de sub-rotinas de usudrio, como a UMAT do Abaqus/Standard (Dassault Systéemes, 2024).
No entanto, a complexidade da implementa¢cdao computacional estd diretamente relacionada
com a formulagao constitutiva (Benvenuti et al., 2020; Zhang et al., 2021), sendo necessario
uma avalia¢ao cuidadosa da implementagdao do modelo de material. De acordo com o conceito
de verificagao e validagao, consolidado por Roache (2009) e formalizado pela American Society
of Mechanical Engineers (2006), esta avaliacdo deve ser realizada em duas etapas distintas e
sequenciais: verificacdo e validagao.

Em um primeiro momento, na etapa de verificagdo, deve-se avaliar a resposta do
modelo computacional em relagdo aquela prevista pelo modelo matematico. Dessa forma, de
acordo com Sandhaas (2012), torna-se indispensdvel a verificacdo da subrotina UMAT em
modelos simples, nos quais facilmente pode-se verificar a resposta. A aplica¢do direta de
gualquer modelo de material em modelos numéricos complexos como placas de CLT inviabiliza
a verificagdo, uma vez que a interagdo entre diferentes componentes do modelo pode
dificultar a identificacdo de eventuais erros na implementacao.



Posteriormente, a validagdo consiste em avaliar em que medida o modelo constitui
uma representacdo adequada do sistema fisico real para a finalidade pretendida. Dessa
maneira, a verificacdo deve preceder a validagao, permitindo separar erros decorrentes da
implementacdo numérica daqueles relacionados as hipdteses e limitagdes do modelo
numeérico (ASME, 2006; Roache, 2009).

Com isso, considerando-se a limitagao do critério elastopldstico de Hill, a relevancia
de modelos constitutivos mais avancados para representar adequadamente o comportamento
mecanico e devido a implementacdo, verificacdo e validacdo desses modelos ser pouco
explorada na literatura de modelagem constitutiva da madeira, o objetivo deste trabalho é
verificar e validar a implementacdo, em subrotina UMAT, de um modelo elastoplastico com
dano ortotrépico para madeira, baseado na formula¢do de Sandhaas (2012) e acoplado ao
modelo elastoplastico de Hill.

2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 Plasticidade computacional aplicada a materiais anisotropicos

Diferentemente de uma condicdo de carregamento uniaxial, em que o inicio do
escoamento pode ser verificado diretamente pela relacdo entre tensdo (o) e a resisténcia ao
escoamento (f, ), conforme a Eq. 1, um estado de tensdo multiaxial necessita de um critério
de escoamento multiaxial, por exemplo, Von Mises ou Hill (Dunne; Petrinic, 2007).

Se o < f,, fase elastica
_ Eq. 1
Se o > f,, fase plastica

O critério de von Mises, baseia-se na energia de distorcdo e assume que o
escoamento plastico ocorre sem variacdao de volume (Mendonga, 2019). A partir dele, o
critério de Hill foi desenvolvido como uma adaptacdo que considera os efeitos da anisotropia
induzida em metais inicialmente isotrdpicos, especialmente durante processos com grandes
deformacdes plasticas. Na formulagdo de Hill (Eg. 2), o limite de escoamento é determinado
por uma tensao equivalente anisotrépica. Nesse sentido, valores inferioresa 1 (f < 1) indicam
a tensdo equivalente resultante ndo atingiu o limite do material (Mendoncga, 2019).

f =Vo:A:0 — g, Eq. 2
(H+G) —H G 0 0 07
~H (F+H) —-F 0 0 0
A= -G —F (F+G) O 0 0 Eq. 3
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Da matriz A (Eq. 3), as componentes das constantes de Hill (F, G, H, N, M e L) e as
relagbes entre as resisténcias (R;;) sdo expressos conforme a Eq. 4 e 5, respectivamente.
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Em simulagdes numéricas de estruturas de madeira, o critério de escoamento de Hill
é frequentemente empregado para representar o comportamento plastico da madeira
(Kawecki; Podgorski, 2020a, 2020b). Embora este critério, disponibilizado por padrdo no
software Abaqus, seja de facil aplicacdo, ele ndo captura a falha progressiva do material e ndo
é capaz de representar o comportamento fragil da tracdo e cisalhamento da madeira (Zhang
etal., 2021).

2.3 Mecdnica do dano continuo (continuum damage mechanics)

A mecanica do dano continuo (continuum damage mechanics - CDM) trata-se de uma
abordagem nao linear, em que esse comportamento é obtido mediante a modificacdo da
matriz de rigidez eldstica (Cg). Tal modificagdo consiste em reduzir as propriedades eldsticas
das componentes da matriz de rigidez eldstica por meio de variaveis de dano (d) (Barbero,
2013). Nesse sentido, visando descrever o comportamento 3D da madeira, Sandhaas (2012)
propde um modelo de dano com oito fungdes (Eq. 6) de falha e 9 varidveis de dano:

e d,;,dano atracdo paralela a fibra;

e d.;, dano a compressdo paralela a fibra;

e d., dano a tracdo perpendicular as fibras, na dire¢do radial;

e d_g, dano a compressdo perpendicular as fibras, na direcdo radial;
e d,r, dano atragdo perpendicular as fibras, na dire¢do tangencial;

e d.r, dano a compressao perpendicular as fibras, na dire¢do tangencial;



e d, g, dano ao cisalhamento longitudinal, no plano LT;
e d,,r, dano ao cisalhamento longitudinal, no plano LR;

e d,gr, dano ao rolling shear, no plano RT.
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Da Eq. 6, 01, o, o7 sdao as componentes de tensdao nos sentidos longitudinal, radial e
tangencial, respectivamente; o,g, 0,7 € Orr S3a0 as componentes de tensdo ao cisalhamento
nos planos longitudinal-radial, longitudinal-tangencial e radial-tangencial, respectivamente;
ft1 € aresisténcia a tragdo paralela as fibras, f, ; é a resisténcia a compressdo paralela as fibras,
ftr € ftr sdo as resisténcias a tragdo perpendiculares as fibras, f. r e f.r sdo as resisténcias a
compressdo perpendiculares as fibras, f,, r e f, .7 530 as resisténcias ao cisalhamento no
plano das fibras e f,.,;; € a resisténcia ao cisalhamento no plano normal as fibras.

Com isso, o modelo de dano de Sandhaas consiste em identificar falha do material
(F; > 1), calcular a varidvel de dano correspondente (d;), atualizar a matriz de rigidez
danificada (Eq. 7 e 8) e a tensdo nominal (Eq. 9).
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2.3 Modelos com acoplamento entre plasticidade e dano continuo

O modelo elastoplastico com dano apresentado neste trabalho, semelhante a outros
da literatura, é resultado da unido de um modelo elastopldstico com um modelo de dano
continuo. Na literatura, pode-se encontrar propostas de diferentes modelos de material
elastoplastico com dano, os quais combinam os critérios de escoamento e modelos de dano
surgiram para descrever o comportamento ndo-linear da madeira. Essas abordagens diferem
na forma como selecionam o critério de plasticidade e na maneira como formulam a reducao
progressiva da rigidez.

O modelo proposto por Wang, Song e Gu (2018), considera o comportamento de
endurecimento e a deformacao irreversivel da madeira por meio da func¢do de escoamento de
Hill, bem como o dano progressivo de uma adaptacao do modelo de dano de Sandhaas (2012).
Zhang et al. (2021), por sua vez, adotam o critério de escoamento de Hoffman como base da
formulacgdo plastica, acoplando-o ao modelo de dano de Sandhaas (2012). Ja Seeber et al.
(2024) utilizam o critério de escoamento de Hill, com multiplas formulagdes de dano continuo:
Hashin, Tsai-Wu e Sandhaas (2012).

Convém destacar que apesar do Abaqus disponibilizar o critério de escoamento de
Hill, a sua utilizacdo ndo é possivel quando o usuario considera o comportamento do material
por meio de uma subrotina user-material (UMAT). Com isso, o usuario deve considerar a
implementacdo do modelo elastoplastico (Dassault Systémes, 2024).

3 METODOLOGIA

3.1 Implementagdo do modelo de material (elastopldstico com dano)

Neste trabalho, considerou-se o modelo de dano de Sandhaas (2012), o qual foi
desenvolvido especificamente para considerar o dano progressivo da madeira. Bem como, de
acordo com Seeber et al. (2024), Wang, Song e Gu (2018) e Zhang et al. (2021), implementou-
se 0 modelo elastoplastico com base na funcdo de escoamento de Hill. Ambos os modelos,
foram implementados ao software Abaqus, por meio de uma subrotina UMAT. Os processos
metodoldgicos da implementacdo sdo detalhados nas subsec¢des seguintes.

3.1.1 Predigdo elastica e verificagdo da plasticidade

Como ponto de partida, o algoritmo foi codificado para adotar o incremento de
deformacdo total (A€,,,) como inteiramente elastico (Agf,; = Ag,,41) €, por conseguinte,
calcular a tensao trial (de teste) (Eq. 10).



Em um primeiro momento, codificou-se o calculo da tensdo trial (Eq. 10),
considerando-se o incremento de deformacgao total (A€, 1) como inteiramente elastico. Dessa
forma, o algoritmo adota a tensdo trial como referéncia para a verificacao da plastificacao.

ol =G, + Cy: Agpyyg Eq. 10

Com isso, implementou-se o célculo da funcdo de escoamento de Hill (Eq. 11) para a
verificagdo da plastificagdo (f > 0). Se f < 0, o algoritmo identifica-se o estado eldstico, em
gue ndo é necessario ajuste na matriz de rigidez e a ado¢do do incremento de deformacdo
total igual a elastica é real, bem como a tensdo ndo necessita de correcdo e é definida igual a

—=trial

trial (6,41 = 6;){1 ). Por outro lado, f > 0 sinaliza a plastificagdo do material, em que a
tensdo deve ser corrigida.

=V5:A5 — (fro + Q(1- %)) Eq. 11

Em que, @ é o tensor das tensdes efetivas; A € a matriz das componentes das
constantes de Hill (Eq. 3); f,, € a resisténcia ao escoamento inicial; £ é a deformag&o

equivalente plastica; e Q e b sdo os parametros de forma do modelo encruamento
exponencial.

3..1.2 Correcdo da plasticidade

Na Eqg. 12, pode-se observar o sistema de equacgdes elastopldsticas. Tal sistema foi
solucionado interativamente por meio do algoritmo de return mapping, com o intuito de obter
as variaveis desconhecidas: sflﬂ, s‘,’iﬂ, G, (Seeber et al., 2024; Wang; Song; Gu, 2018;
Zhang et al., 2021).

Ent1 = & + Agpg

p — P 14
£n+1 - £n + A£n+1
g =&+ Ay Eq. 12

0n1 = Co(Eny1 — €£+1)

fne1 = f(o'n+1'§1zl)+1) =0

Em que, € é o tensor de deformacses totais, € é o tensor de deformacgdes plasticas,
&P é a deformagdo plastica equivalente, @ é o tensor de tensdes efetivas, f é a fungdo de
escoamento, C, é a matriz de rigidez elastica e AA é o multiplicador plastico incremental.

A correcdo da plasticidade foi implementada de acordo com a Eq. 13, obtida por meio
das equagdes do sistema (Eq. 12).



=trial . p
Gni1 = 0n41 — Co:Ag Eq. 13

Da Eq. 13, o incremento da deformagdo plastica, em n + 1, pode ser descrito
conforme a Eq. 14. Ao substituir a Eq. 14 no sistema de equacdes elastoplasticas (Eq. 12),

. ~ , ~ ] 14
obteve-se e implementou-se as equag¢des dos residuos da deformagdo plastica (rt},), da

deformacao pldstica equivalente (r,f_fl) e da fungdo do escoamento (f,,+1) (Eq. 15).

Agh ., =So: (67 —6,41) Eq. 14
_of
14
Tnt1 = n+1 + S + AS =Sp: (0-%71% - 0-n+1) + My - 6. .. =0
n+1
F _ _ Eqg. 15
TTf_H = _€n+1 + STI. + A}.n_'_l = O

fu+1 = far1(Onsa, 55) =0

Em que, Sy é a matriz de flexibilidade eldstica (Cy!). Com a consideracdo da
linearizagcdo obteve-se o multiplicador pldstico (A4,,;), iterativamente, por meio do método
de Newton-Rapshon. Todas as varidveis da Eq. 16 estdo associadas a um passo iterativo (k) do

método de Newton-Raphson (ex. rn+1 - rn+1 ) no entanto, o sobrescrito (k) foi omitido
para manter uma clareza na notagdo.

_of d%f

T + S0 8(Cnsr) + 6(A/1n+1) ———+ My 5= 6(0n41) =0
00,41 0%Gp+41

ré —6(eh, ) + 6(A/1n+1) =0 Eq. 16
of
6(0-n+1) + a 6( n+1

00n41 €n+1

fn+1 +

Dessa maneira, tornou-se necessario reescrever o incremento de tensao em fungao
do incremento do multiplicador plastico (AA,1), conforme visualizado na Eq. 17. Em que,

Chy1 = (So + Mpy1- aza—f)_l

On+1

_ _of
8(0ps1) = _7'1;{1 : Cpyr — 0(Apny) - 95 tCh1 Eq. 17

n+1

O incremento de deformacdo pldstica equivalente (5(5£+1) ), em funcdo do

incremento do multiplicador plastico (AA,,1), foi obtido e implementado de forma analoga
(Eq. 18).

The1— 6(‘§£+1) +8(8p41) =0

6(§S+1) - n+1 + 6(Aln+1) Eq 18



Ao substituir a Eq. 17 e a Eq. 18 na primeira equac¢do do sistema (Eq. 16), pode-se
obter e implementar a equacdo do incremento do multiplicador plastico (Eq. 19).

0 d -
frne1 — Fjﬂ i S 7”7521 + ag%rrf-ﬁ
§(Adpyy) = s Eg. 19
af af af
. C . — —
ao-n+1 ntl 60‘n+1 65£+1

an-(rkl(k;l) = E'n(-%(k) +6(Gp41)®
+1 _
£, = & — Sy : 8(0p11)®

n+1 n+1 e+ 1)
k+1 +1
£, T = gy, 4D — €ni1 Eq. 20
_p (k+1)

(k)
n+ = g£+1 +8(An )™
My Y = My + 8(A2,1)®

Posteriormente, codificou-se o recalculo dos residuos (Eq. 16), com as varidveis
atualizadas e a verificacdo da convergéncia. Conforme Seeber et al. (2024), a convergéncia foi
admitida como 1x10® para garantir uma precisdo aceitdvel e um tempo de célculo limitado.
Posteriormente, apds o loop de Newton-Raphson (verificado a convergéncia dos residuos),
desenvolveu-se o algoritmo para o calculo da matriz de rigidez tangente consistente (Eq. 21).

0 d
(Conr  55=) @ (75— €
calg =C _ n+1 n+1 Eq. 21
epn+1 n+1 af ] . af af qg.
06,41 ™06,y B 055_'_1

3.1.3 Corregdo por dano

Apds o bloco da correcdo de plasticidade, implementou-se as fun¢ées de ativacdo de
dano de acordo com os critérios de falha apresentados por Sandhaas (2012) (Eq. 6).

A evolugdo das varidveis de dano a compressdo (d.,, d.g e d.r ) foram
implementadas como linear (Eq. 22), conforme Sandhaas (2012). Bem como, a evolugdo das
varidveis de dano a tracdo e ao cisalhamento (d;,, d¢g, de7, dy R, dy 1 € dy gr) foram
implementadas de acordo com a Eqg. 23, modelo de dano exponencial apresentado por Linde
etal. (2004).
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1

dei(Fei) =1- F Eq. 22
C'lf ..g .
1 _ AY t/v,i'cmax,i
dippi=1-— -e[(1 Ft/v'l)( 9ri )] Eq. 23
t/v,i

Nas diregdes principais, utilizou-se o operador Macauly para definir as varidveis de (d;,
dgr e dr). Bem como, uma vez que podem ser acionadas por diferentes critérios, considerou-
se a superposi¢ao das varidveis ao cisalhamento (d, ;r, d,, 17 € d, g7). LOgO, @ montagem da
matriz de rigidez danificada (Eq. 7 e 8) e a atualizacdo da tensdo nominal (Eg. 9).

3.1.4 Reqularizacdo viscosa

O Abaqus Standard (solver implicito) apresenta problemas de convergéncia em ramos
de softnening, em que ha a reducdo da rigidez e a queda da forga. Com isso, conforme Wang,
Song e Gu (2018) e Zhang et al. (2021), considerou-se a implementacdo da regularizacao
viscosa para viabilizar a utilizacdo do solver implicito. A implementacdo da regularizacao
viscosa consistiu em associar a evolugdo das varidveis de dano (d;) ao parametro viscoso
ficticio (n) e ao incremento de tempo, de acordo com a Eq. 24.

v n v

di,n+1 = n+ At di,n + n+ At di,n+1 Eq. 24

3.1.5 Taxa de variagdo da tensdo em relacdo a deformacdo

Por fim, implementou-se o cdlculo da taxa de variacdo da tensdo em relacdo a

deformacao (a ) (Eq. 25), variavel de saida esperada em sub-rotinas UMAT.

00,41 dCyv o ad;’ ad; df;
P) - Cd"”+1+ 9d? ad, of oge
8n+1 i fl € n

1
} t Son+1 * Copnit Eq. 25
+1

3.2 Verificagdo do modelo de material (elastopldstico com dano)

3.2.1 Exemplos tedricos de Sandhaas (2012)

Inicialmente, foi realizado uma reproducdo de exemplos tedricos apresentado por
Sandhaas (2012), com o intuito de validar seu modelo de dano continuo de implementado ao
Abaqus.

11



Os exemplos tedricos apresentados por Sandhaas (2012) referem-se a um modelo
cubico com dimensdes de 1 x 1 x 1 mm, composto por um Unico elemento finito tridimensional
do tipo C3D8, o qual possui oito nés e oito pontos de integragao. Este modelo é analisado sob
diferentes condi¢des de carregamento: compressdo paralela e perpendicular as fibras, bem
como tracdo paralela e perpendicular as fibras. Enquanto, em uma das faces os deslocamentos
foram restringidos, na face oposta foi aplicado um deslocamento de 0,5 mm, cuja dire¢ao foi
alternada para propiciar compressao (Figura 1a) ou tragao (Figura 1b). Além disso, a orientagao
do material foi alterada para contemplar os diferentes casos de carregamento, tanto paralelos
guanto perpendiculares as fibras. As propriedades mecanicas utilizadas nos exemplos tedricos
podem ser visualizadas na Tabela 1.

Figura 1. Condig¢des de contorno

(a) Compressao (b) Tragdo
Fonte:

Tabela 1 - Propriedades mecanicas dos exemplos tedricos de Sandhaas (2012)

Categoria Propriedade Valor Unidade Fonte
E; 11000 MPa EN 338 (CEN, 2016)
Eg, Er 370 MPa EN 338 (CEN, 2016)
Gir = Gyp 690 MPa EN 338 (CEN, 2016)
Ggrr 50 MPa Sandhaas (2012)
. . 0,44 Dobes, Lokaj e
Flasticidade i ] Vavrugovd (2023)
v 0,37 i Dobes, Lokaj e
Lr Vavru$ova (2023)
v 0,47 i Dobes, Lokaj e
RT Vavru$ova (2023)
feL 24 MPa Sandhaas (2012)
fer 36 MPa Sandhaas (2012)
. fer = fer 0,7 MPa Sandhaas (2012)
Resistencia fer = fer 4,3 MPa Sandhaas (2012)
fo.rs forr 6,9 MPa Sandhaas (2012)
frou 0,5 MPa Sandhaas (2012)
Gro 6 N/mm Sandhaas (2012)
Gr oo 0,5 N/mm Sandhaas (2012)
Fratura
Gry 1,2 N/mm Sandhaas (2012)
Grrou 0,6 N/mm Sandhaas (2012)
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Numérico n 1E-4 - Sandhaas (2012)
Fonte:

3.2 Validagdo do modelo

A validacdo da implementacdo do modelo elastoplastico com dano, implementado
via sub-rotina UMAT no Abaqus, foi realizada progressivamente com modelos de diferentes
geometrias e niveis de complexidade: modelo de um cubo com um unico elemento finito,
sujeito a compressdo e a tracdo; modelos de corpos de prova de madeira sujeitos a tracdo
uniaxial e modelo de corpo de prova de madeira sujeito a compressdo uniaxial.

3.3.1 Validacdo do comportamento a tracGo uniaxial de Seeber et al. (2024)

Com o intuito de validar o comportamento elasto-fragil a tracdo paralela e
perpendicular as fibras do modelo de dano implementado, utilizou-se como referéncia os
modelos numéricos de Seeber et al. (2024), os quais também consideram o modelo de dano
de Sandhaas (2012). Os modelos numéricos de Seeber et al. (2024) reproduzem ensaios
experimentais de tracdo paralela e perpendiculares as fibras de Bollmus et al. (2022),
conduzidos de acordo com o documento normativo DIN 52188 (German National Standard,
1979). Dessa forma, os modelos numéricos foram desenvolvidos de acordo os parametros
adotados por Seeber et al. (2024), uma vez que o intuito desta valida¢do foi comprovar a
implementacdo do modelo de dano continuo de Sandhaas (2012), e ndo necessariamente
validar com os resultados experimentais, os quais estdo sujeitos a interferéncia dos
coeficientes de variacao das propriedades da madeira.

A geometria dos corpos de prova, no estilo dogbone, podem ser visualizadas na Figura
2. Conforme Seeber et al. (2024), devido a simetria geométrica e das condi¢des de contorno
dos corpos de prova, os modelos numéricos foram desenvolvidos considerado apenas a
metade dos corpos de prova (Figura 2). Além disso, modelou-se apenas a parcela central do
modelo numérico submetido a tracao paralela (Figura 2), conforme Seeber et al. (2024). Nesse
sentido, enquanto os deslocamentos foram restringidos na maior face, aplicou-se
deslocamentos na menor face, com incrementos de 0,01 mm até o alcance da falha (Figura 2).
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Figura 2. Geometria dos corpos de prova de tragdo

41‘_-1.

Unidades em mm

(a) Tragdo paralela (b) Tragdo perpendicular
Fonte:

Como o intuito desta validagcao foi reproduzir o modelo numérico, as propriedades

mecanicas foram adotadas de acordo com Seeber et al. (2024), as quais podem ser visualizadas

na Tabela 2. Bem como, considerou-se o elemento finito C3D8, conforme Seeber et al. (2024).

Semelhante ao modelo numérico de Seeber et al. (2024), considerou-se o tamanho do

elemento finito igual a 1,25 e 1,75 mm para o modelo de numérico sujeito a tragdo paralela e

perpendiculares as fibras, respectivamente.

Tabela 2 — Propriedades mecanicas do modelo numérico de tracdo

Categoria Propriedade Valor Unidade
E; 12500 MPa
Ex 2050
Er 810
Gir 1640
Elasticidade G, 1080
Grr 470
ViR 0,43 -
Vir 0,58
Vpr 0,61
fr 134 MPa
fc,L 62
fer 18
fer 15,5
Resisténcia  fir 7
fc,T 7
fv,LR 14
fv,LT 18
froll 15
Fratura g’; ::/T (1)?71 N/mm
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Gr.y 1,2

Gf,roll 0'6
Numérico n 0,001 -
Fonte:

3.3.2 Validagdo do comportamento a compressdo uniaxial de Wang, Song e Gu (2018)

Com o intuito de validar o comportamento a compressao do modelo de dano
implementado, utilizou-se como referéncia o modelo numérico de um corpo de prova sujeito
a compressado uniaxial paralela as fibras ensaiado por Wang, Song e Gu (2018) e conduzido de
acordo com a ASTM D143-14 (Advancing Standards Transforming Markets, 2014).

Diferentemente do comportamento a tra¢do, o qual é governado por meio do modelo
de dano, o comportamento a compressao é regido conjuntamente pelo modelo elastoplastico
e o modelo de dano. Com isso, primeiramente, a validacdo do comportamento a compressao
consistiu em avaliar apenas o modelo elastoplastico de forma isolada com o critério de
escoamento de Hill disponivel no software Abaqus. Posteriormente, avaliou-se o modelo
elastoplastico com dano de forma completa com os resultados do modelo numérico de Wang,
Song e Gu (2018).

O modelo numérico foi modelado de acordo com a geometria dos corpos de prova
(Figura 3), ensaiado por Wang, Song e Gu (2018) e preconizado pelo documento normativo
ASTM D143-14 (ASTM, 2014). Por simplicidade, as placas de aco foram modeladas como cascas
rigidas. As condicGes de contorno previram a restricdo de todos os graus de liberdade da placa
de aco inferior e a inducdo de um deslocamento na placa superior com incrementos de 0,01
mm (Figura 3).

Figura 3. Geometria e modelo numérico
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Os parametros do material, incluido as propriedades adotadas para representar o
comportamento mecanico da madeira, foram adotados de acordo com Wang, Song e Gu (2018)
(Tabela 3). Bem como, conforme Wang, Song e Gu (2018), o corpo de prova foi modelado com
um elemento sélido de oito nds e integracdo completa (C3D8), enquanto as placas de aco
foram discretizadas com elementos discretos rigidos com quatro nés (R3D4) com tamanho de
2,5 mm.

Tabela 3 — Propriedades do material do modelo numérico de compressao

Categoria Propriedade Valor Unidade
E, 11000
Ep 500
Er 500
Gir 650 MPa
Elasticidade Gir 650
Grr 60
ViR 0,35
Vir 0,05 -
VrT 0,4
fto 27
felL 29,5
fer 2
feyr 5,5
Resisténcia fer 2 MPa
fcy,T 5/5
fo.r 6
four 6
froll 016
Gr 1, 6
Fratura Grr/T 0,5 N/mm
Gf,v/‘roll 0,5
Q 200 MPa
Numérico b 20
n 0,001
Fonte:

4 RESULTADOS

4.1 Verificacdo do modelo de dano com base nos exemplos tedricos de Sandhaas (2012)

De modo geral, visualiza-se a proximidade entre as curvas forca-deslocamento (Figura
4) do modelo implementado com o original de Sandhaas (2012), sobrepostas ao longo do
intervalo de deslocamento para os quatro casos de carregamento considerados: compressao
paralela e perpendicular as fibras, e tracdo paralela e perpendicular as fibras.
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A pequena diferenca média entre as curvas (Figura 4) é evidenciada pelos valores de
RMSE (Root Mean Square Error) e R2 (coeficiente de determinagdo) de 0,05 a 0,5 N e de 0,98
a 0,99, respectivamente. Portanto, tais resultados indicam que a subrotina UMAT
implementada reproduziu corretamente o comportamento mecanico previsto pela
formulagcdo matemadtica original de Sandhaas (2012).

Figura 4. Validacdo do modelo de dano, com base em Sandhaas (2012)
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(c) Tragdo paralela as fibras (d) Tragdo perpendicular as fibras
Fonte:

4.2 Validacdo do comportamento a tracéo do modelo de dano com base em Seeber et al. (2024)

Nas Figuras 5, 6 e 7, as curvas tensao-deformacdo do modelo numérico para validacdo
do comportamento a tracdo sdo confrontadas com os resultados numéricos de Seeber et al.
(2024) e os dados experimentais dos ensaios de tracdo (Bollmus et al., 2022). O modelo
numeérico deste trabalho, com o modelo de material, resultou em curvas proximas as médias
das curvas experimentais. Além disso, o perfil curva do presente modelo numérico
demonstrou elevada consisténcia ao modelo previamente propostos na literatura por Seeber
et al. (2024).
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Figura 5. Curvas experimentais e numéricas, tracdo paralela as fibras (L)
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Fonte:

Figura 6. Curvas experimentais e numéricas, tracdo perpendicular as fibras (R)
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Figura 7. Curvas experimentais e numéricas, tracdo perpendicular as fibras (T)

= Experimental (Bollmus et al. 2022)
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Fonte:
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A proximidade entre as curvas é evidenciada pelas métricas de erro MSE e RMSE
(Figuras 5, 6 e 7), cujos valores variam de 0,000542 a 0,151 MPa? e de 0,0233 e 0,338 MPa,
respectivamente. Tais valores préximos a zero, destacam os pequenos desvios ponto a ponto
entre os modelos propostos e o de referéncia. Além disso, os modelos numéricos deste
trabalho apresentaram pequenas discrepancias na estimativa da tensao ultima (S,;:.), com
erros entre 3,98% e 16,07% em relagao aos resultados experimentais, e entre 0,64% e 1,43%
em relacdo aos resultados numéricos de Seeber et al. (2024) (Tabela 4).

Tabela 4 - Andlise quantitativa da tensdo ultima

Condigdo de carregamento S(uI:/tI;:')n ‘S;’I‘\ZI:;;’ i:/:; S“(II:)IS;;';" Ii;,;)
Tragdo paralela as fibras (L) 133,85 139,4 3,98% 133,0 0,64%
Tragdo perpendicular as fibras (R) 15,97 18,2 12,28% 16,06 0,59%
Tragdo perpendicular as fibras (T) 6,71 8 16,07% 6,81 1,43%

Fonte:

4.3 Validagdo do comportamento a compressdo (elastopldstico com dano) com base em Wang,

Song e Gu (2018)

Neste capitulo, apresenta-se a validacdao do comportamento a compressdao do modelo
elastoplastico com dano em duas etapas. Inicialmente, apresenta-se a validacdao da parcela
elasto-pldstica isoladamente e, em seguida, a validacdo do modelo completo (elastopldstico
com dano).

A Figura 8 permite visualizar as curvas de tensdao-deformacdo da parcela elasto-
pldstica do modelo implementado e do referencial (critério de escoamento de Hill disponivel
no Abaqus). Como considerado apenas a parcela elasto-pldstica do modelo, a curva tensao-
deformacdo apresentou comportamento assintdtico igualmente ao referencial (Hill do
Abaqus). A parcela elasto-plastica do modelo implementado apresentou elevada consisténcia
ao referencial, conforme observado a sobreposicdo das curvas (Figura 8). Tal precisdo é
evidenciada por meio do valor de RMSE igual a 0,00283 MPa e ao erro percentual maximo
igual a 0,0341%.

Na Figura 8b, pode-se observar as curvas de tensao-deformagao do modelo completo
implementado (elastopldstico com dano), da média experimental e do modelo numérico de
Wang, Song e Gu (2018). A curva do modelo implementado apresentou boa proximidade a
média experimental e ao modelo numérico de Wang, Song e Gu (2018).

Os valores das métricas de erro entre o modelo elastoplastico implementado e os
resultados experimentais e numéricos de Wang, Song e Gu (2018), visualizadas na Tabela 5,
constatam a validacdo do modelo implementado por meio da sub-rotina UMAT perante o
comportamento a compressao.
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Figura 8. Validagdo do comportamento a compressao paralela do modelo elastoplastico
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Tabela 5 - Métricas de erro em relagdo a Wang, Song e Gu (2018)
RMSE R Erro S,:x
(MPa) (%)
Numérico de Wang, Song e Gu (2018) com numérico proposto 0,554 0,995 0,14%
Experimental de Wang, Song e Gu (2018) com numérico proposto 0,138 0,999 0,02%
Fonte:

Comparagao
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6 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo verificar e validar a implementacdo, em subrotina
UMAT, de um modelo elastoplastico com dano ortotrdpico para madeira, baseado na
formulacdo de Sandhaas (2012) e acoplado ao modelo elastopldstico de Hill.

Na etapa de verificacdo, a subrotina implementada reproduziu precisamente o
comportamento mecanico previsto pela formulacdo matematica original de Sandhaas (2012),
com valores de RMSE préximos de zero e de R? préximo de 1. Além disso, na etapa de validacéo,
O modelo reproduziu satisfatoriamente os comportamentos dos ensaios experimentais de
tracdo (Seeber et al., 2024) e compressado uniaxial (Wang; Song; Gu, 2018), com RMSE de
0,0233 a 0,338 MPa para tracdo e de 0,00283 MPa para compressao.

Portanto, tal proposta de verificacdo e validacdo apresentada contribui para orientar a
aplicacdo futura de modelos constitutivos de madeira em analises numéricas mais complexas
de estruturas de madeira, como painéis de madeira laminada cruzada (CLT).
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    F  v , L R ( 𝜎 ) =     𝜎  L R 2    f  v , L R 2 +     𝜎  R T 2    f  r o l l 2 ≤ 1


    F  v , L T ( 𝜎 ) =     𝜎  L T 2    f  v , L T 2 +     𝜎  R T 2    f  r o l l 2 ≤ 1


    𝜎  L


    𝜎  R


    𝜎  T


    𝜎  L R


    𝜎  L T


    𝜎  R T


    f  t , L


    f  c , L


    f  t , R


    f  t , T


    f  c , R


    f  c , T


    f  v , L R


    f  v , L T


    f  r o l l


    F  i > 1


    d  i


    𝐒 d =  [     1   ( 1 −   d  L )   E 11  −     𝜈 21    E 22  −     𝜈 31    E 33  0  0  0   −     𝜈 12    E 11   1   ( 1 −   d  R )   E 22  −     𝜈 32    E 33  0  0  0   −     𝜈 13    E 11  −     𝜈 23    E 22   1   ( 1 −   d  T )   E 33  0  0  0   0  0  0   1   ( 1 −   d  v , L R )   G 12  0  0   0  0  0  0   1   ( 1 −   d  v , L T )   G 13  0   0  0  0  0  0   1   ( 1 −   d  v , R T )   G 23 ]


    𝐂 d =    (   𝐒 d )  − 1


  𝛔 =   𝐂 d :   𝛆  e


  Δ   𝛆  n + 1


  Δ   𝛆  n + 1  𝒆 = Δ   𝛆  n + 1


  Δ   𝛆  n + 1


      𝛔 -  n + 1  t r i a l =     𝛔 -  n +   𝐂 0  ∶ Δ   𝛆  n + 1


  f > 0


  f < 0


      𝛔 -  n + 1 =     𝛔 -  n + 1  t r i a l


  f > 0


  f =    𝛔 - : 𝐀 :   𝛔 - −  (   f  y 0 + Q  ( 1 −   e  − b ⋅     𝜀 -  p ) )


    𝛔 -


  𝐀


    f  y 0


      𝜀 -  p


  Q


    𝛆  n + 1  p


      𝜀 -  n + 1  p


      𝛔 -  n + 1


    𝛆  n + 1 =   𝛆  n + Δ   𝛆  n + 1


    𝛆  n + 1  p =   𝛆  n  p + Δ   𝛆  n + 1  p


    𝛆  n + 1  p =   𝛆  n  p + Δ   𝛆  n + 1  p


      𝜀 -  n + 1  p =     𝜀 -  n  p + Δ   𝜆  n + 1


      𝜀 -  n + 1  p =     𝜀 -  n  p + Δ   𝜆  n + 1


      𝛔 -  n + 1 =   𝐂 0 (   𝛆  n + 1 −   𝛆  n + 1  p )


      𝛔 -  n + 1 =   𝐂 0 (   𝛆  n + 1 −   𝛆  n + 1  p )


    f  n + 1 = f  (   𝜎  n + 1 ,     𝜀 -  n + 1  p ) = 0


    f  n + 1 = f  (   𝜎  n + 1 ,     𝜀 -  n + 1  p ) = 0


  𝛆


    𝛆  p


      𝜀 -  p


    𝛔 -


  f


    𝐂 0


  Δ 𝜆


      𝛔 -  n + 1 =     𝛔 -  n + 1  t r i a l −   𝐂 0  ∶ Δ   𝛆  n + 1  p


  n + 1


    r  n + 1    𝜀  p


    r  n + 1      𝜀 -  p


    f  n + 1


  Δ   𝛆  n + 1  p =   𝐒 0  ∶  (     𝛔 -  n + 1  t r i a l −     𝛔 -  n + 1 )


    r  n + 1    𝜀  p = −   𝛆  n + 1  p +   𝛆  n  p + Δ   𝛆  n + 1  p =   𝐒 0  ∶  (     𝛔 -  n + 1  t r i a l −     𝛔 -  n + 1 ) + Δ   𝜆  n + 1 ⋅   𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1 = 0


    r  n + 1      𝜀 -  p = −     𝜀 -  n + 1  p +     𝜀 -  n  p + Δ   𝜆  n + 1 = 0


    r  n + 1      𝜀 -  p = −     𝜀 -  n + 1  p +     𝜀 -  n  p + Δ   𝜆  n + 1 = 0


    f  n + 1 =   f  n + 1 (     𝛔 -  n + 1 ,     𝜀 -  n  p ) = 0


    f  n + 1 =   f  n + 1 (     𝛔 -  n + 1 ,     𝜀 -  n  p ) = 0


    𝐒 0


    𝐂 0  − 1


  Δ   𝜆  n + 1


  k


    r  n + 1    𝜀  p →     r  n + 1    𝜀  p  ( k )


  k


    r  n + 1    𝜀  p +   𝐒 0  ∶ 𝛿  (     𝛔 -  n + 1 ) + 𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 ) ⋅   𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1 + Δ   𝜆  n + 1 ⋅     𝜕 2 f    𝜕 2     𝛔 -  n + 1  ∶ 𝛿  (     𝛔 -  n + 1 ) = 0


    r  n + 1      𝜀 -  p − 𝛿  (     𝜀 -  n + 1  p ) + 𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 ) = 0


    r  n + 1      𝜀 -  p − 𝛿  (     𝜀 -  n + 1  p ) + 𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 ) = 0


    f  n + 1 +   𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1 ∶ 𝛿  (     𝛔 -  n + 1 ) +   𝜕 f  𝜕     𝜀 -  n + 1  p 𝛿  (     𝜀 -  n + 1  p ) = 0


    f  n + 1 +   𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1 ∶ 𝛿  (     𝛔 -  n + 1 ) +   𝜕 f  𝜕     𝜀 -  n + 1  p 𝛿  (     𝜀 -  n + 1  p ) = 0


  Δ   𝜆  n + 1


    𝐂  n + 1 =    (   𝐒 0 + Δ   𝜆  n + 1 ⋅     𝜕 2 f    𝜕 2     𝛔 -  n + 1 )  − 1


  𝛿  (     𝛔 -  n + 1 ) = −   r  n + 1    𝜀  p  ∶   𝐂  n + 1 − 𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 ) ⋅   𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1  ∶   𝐂  n + 1


  𝛿  (     𝜀 -  n + 1  p )


  Δ   𝜆  n + 1


    r  n + 1      𝜀 -  p − 𝛿  (     𝜀 -  n + 1  p ) + 𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 ) = 0


  𝛿  (     𝜀 -  n + 1  p ) =   r  n + 1      𝜀 -  p + 𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 )


  𝛿  (     𝜀 -  n + 1  p ) =   r  n + 1      𝜀 -  p + 𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 )


  𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 ) =     f  n + 1 −   𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1  ∶   𝐂  n + 1 ∶   r  n + 1    𝜀  p +   𝜕 f  𝜕     𝜀 -  n + 1  p   r  n + 1      𝜀 -  p    𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1  ∶   𝐂  n + 1 ∶   𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1 −   𝜕 f  𝜕     𝜀 -  n + 1  p


        𝛔 -  n + 1  ( k + 1 ) =       𝛔 -  n + 1  ( k ) +   𝛿  (     𝛔 -  n + 1 )  ( k )


      𝛆  n + 1  p  ( k + 1 ) =     𝛆  n + 1  p  ( k ) −   𝐒 0 ∶   𝛿  (     𝛔 -  n + 1 )  ( k )


      𝛆  n + 1  p  ( k + 1 ) =     𝛆  n + 1  p  ( k ) −   𝐒 0 ∶   𝛿  (     𝛔 -  n + 1 )  ( k )


      𝛆  n + 1  𝒆  ( k + 1 ) =     𝛆  n + 1  ( k + 1 ) −     𝛆  n + 1  p  ( k + 1 )


      𝛆  n + 1  𝒆  ( k + 1 ) =     𝛆  n + 1  ( k + 1 ) −     𝛆  n + 1  p  ( k + 1 )


        𝜀 -  n + 1  p  ( k + 1 ) =       𝜀 -  n + 1  p  ( k ) +   𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 )  ( k )


        𝜀 -  n + 1  p  ( k + 1 ) =       𝜀 -  n + 1  p  ( k ) +   𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 )  ( k )


    Δ   𝜆  n + 1  ( k + 1 ) =   Δ   𝜆  n + 1  ( k ) +   𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 )  ( k )


    Δ   𝜆  n + 1  ( k + 1 ) =   Δ   𝜆  n + 1  ( k ) +   𝛿  ( Δ   𝜆  n + 1 )  ( k )


    𝐂  e p , n + 1 alg =   𝐂  n + 1 −    (   𝐂  n + 1 ∶   𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1 ) ⨂  (   𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1 ∶   𝐂  n + 1 )    𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1 ∶   𝐂  n + 1 ∶   𝜕 f  𝜕     𝛔 -  n + 1 −   𝜕 f  𝜕     𝜀 -  n + 1  p


    d  c , L


    d  c , R


    d  c , T


    d  t , L


    d  t , R


    d  t , T


    d  v , L R


    d  v , L T


    d  v , R T


    d  c , i  (   F  c , i ) = 1 −  1    F  c , i


    d  t / v , i = 1 −  1    F  t / v , i ⋅   e   [  ( 1 −   F  t / v , i ) ⋅  (     f  t / v , i ⋅   𝜀  m a x , i    g  f , i ) ]


    d  L


    d  R


    d  T


    d  v , L R


    d  v , L T


    d  v , R T


    d  i


    d  i , n + 1  v =   𝜂  𝜂 + Δ t   d  i , n  v +   Δ t  𝜂 + Δ t   d  i , n + 1


   (   𝜕 𝛔  𝜕 𝛆 )


    𝜕   𝛔  n + 1  𝜕   𝛆  n + 1 =  {   𝐂    d  v , n + 1 +   ∑  i = 1 6   (   𝜕   𝐂    d  v  𝜕   d  i  v ∶   𝛆  e ) ×     (   𝜕   d  i  v  𝜕   d  i   𝜕   d  i  𝜕   f  i   𝜕   f  i  𝜕   𝛆  e ) |  n + 1 } ∶   𝐒  0 , n + 1 ∶   𝐂  e p , n + 1 alg


    E  L


    E  R


    E  T


    G  L R =   G  L T


    G  R T


    𝜈  L R


    𝜈  L T


    𝜈  R T


    f  t , L


    f  c , L


    f  t , R =   f  t , T


    f  c , R =   f  c , T


    f  v , L R


    f  v , L T


    f  r o l l


    G  f , 0


    G  f , 90


    G  f , v


    G  f , r o l l


  𝜂


    E  L


    E  R


    E  T


    G  L R


    G  L T


    G  R T


    𝜈  L R


    𝜈  L T


    𝜈  R T


    f  t , L


    f  c , L


    f  t , R


    f  c , R


    f  t , T


    f  c , T


    f  v , L R


    f  v , L T


    f  r o l l


    G  f , L


    G  f , R / T


    G  f , v


    G  f , r o l l


  𝜂


    E  L


    E  R


    E  T


    G  L R


    G  L T


    G  R T


    𝜈  L R


    𝜈  L T


    𝜈  R T


    f  t , L


    f  c , L


    f  t , R


    f  c y , R


    f  t , T


    f  c y , T


    f  v , L R


    f  v , L T


    f  r o l l


    G  f , L


    G  f , R / T


    G  f , v / r o l l


  Q


  b


  𝜂


    S  u l t .


    𝑺  𝒖 𝒍 𝒕 , 𝒏 𝒖 𝒎 .


    𝑺  𝒖 𝒍 𝒕 , 𝒆 𝒙 𝒑 .


    𝑺  𝒖 𝒍 𝒕 , 𝑺 𝒆 𝒆 𝒃 𝒆 𝒓


    𝑺  𝒎 á 𝒙

